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0 引 言

装载设备的加筋板结构在现代船舶工程结构

中占据着重要地位，对附加多个集中质量纵横离

散加筋板的自由振动的研究不仅可以精确预报出

其固有频率、振型和感兴趣部位的内力矩，在实际

工程中起到防止结构发生共振出现有害振动的作

用，而且对结构动力分析具有重要的理论意义。

附加多个集中质量加筋板的自由振动分析
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摘 要：基于能量泛函变分的方法，研究附加多个集中质量纵横加筋板的自由振动特性。在处理板与筋条的变

形协调约束条件时，通过引入拉格朗日乘子，把板、梁组合振动分析问题转化为处理一类无约束泛函变分问题，

从而得到加筋板的广义特征值矩阵方程。通过集中质量点的形式引入板上装载设备质量。求解方程可以得到

组合结构的各阶固有频率。以四边简支边界条件纵横离散加筋板为计算实例，通过特征值确定其振型并与仿

真分析结果进行对比分析，表明其准确有效，可为此类工程问题的研究提供理论基础。
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Free vibration analysis of rectangular stiffened plates with several lumped mass

LI Kai1，HE Shutao1，QIU Yongkang2，WU Guomin1，GUO Wenjie2，LI Tianyun2

1 China Ship Development and Design Center，Wuhan 430064，China
2 School of Naval Architecture and Ocean Engineering，Huazhong University of Science and Technology，

Wuhan 430074，China

Abstract：Based on the method of variational energy function，the free vibration characteristics of discrete
stiffened plates are studied in this paper. When assessing the deformation coordination constraints of
boards and ribs，the vibration analysis problem of stiffened plates is transformed into a classical uncon⁃
strained variational problem by introducing Lagrange multipliers. Through this method，a generalized char⁃
acteristic value of matrix equations of stiffened plates are obtained，and solving the equation set yields the
natural frequency of different order for the composite structure. By taking a discrete stiffened plate with
four simple edge supported boundary conditions as an example，the characteristic values to determine its
mode shape are obtained，and the simulation results are compared with those acquired from the multi-stiff⁃
ened stiffness average method in order to validate the proposed method. Finally，this paper provides a new
idea for solving this kind of engineering problems.
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由于加筋板结构的广泛应用，其动态特性求

解方法得到国内外学者的大量研究。Chen 等［1］通

过使用有限差分法研究了具有单筋的矩形加筋板

的自由振动特性。在能量方程中出现的导数由有

限差分方程组取代，能量方程根据相对离散的位

移分量、自然频率和加筋板的振型进行最小化，其

中振型可以通过特定的线性代数特征值问题进行

解决。Dowell［2］提出采用拉格朗日乘子法对任意

边界条件的线性结构进行自由振动分析，该方法

基于运用拉格朗日算子代换瑞利—李兹法分析

结构模态时的该结构的边界或约束条件。Azimi
等［3］利用导纳法对在两对边简支和/或固定，另外

两对边刚性简支和简支的边界条件下的矩形薄板

进行计算，求解了类似的问题。Aksu等［4］基于变

分原理与有限差分法相结合的方法求解了偏心加

筋板的动态特性，分析考虑了板的面内变形的方

向和面内惯性。板和加强筋的应变能与动能运用

有限差分方法由离散的位移分量表示。Mead 等［5］

采用用于研究二维周期结构的波传播方法对常规

的正交阵列均匀梁钢筋进行了研究。Bishop等［6］

通过动柔度法对组合结构的动态分析进行了研

究。Godfracht等［7］利用伽辽金法在充分考虑板和

加强筋之间结合处的转角协调等因素后，对此类

问题进行了分析。曾子平等［8］应用拉格朗日乘子

法，通过引入拉格朗日乘子，将板、梁组合结构的

振动分析问题处理成了一类无约束泛函变分问

题，通过建立组合结构的广义特征值问题来求解

此类问题。Mukherjee等［9］等通过引入一个等参加

筋板单元解决了偏心加筋板的自由振动问题，该

单元具有适应不规则边界的能力。此外，该方法

因考虑了剪切变形，因而适用于厚板和薄板。

Qing等［10］基于状态向量方程理论的半解析法，即

一种将复合材料加筋板的板和加强筋单独考虑的

新的自由振动分析的数学模型，考虑对复合材料

加筋板的板和加强筋单独开发。

本文将首先考虑板与加强筋在特定边界条件

下的振动特性，通过引入拉格朗日乘子，将离散加

筋板的结构动力学分析问题转化为能量泛函变分

问题进行处理，以能量法为基础构建其广义特征

值问题，通过集中质量点的形式对附加设备进行

处理，以推导加筋板组合结构的相关公式。与

Dowell［2］的方法相比，本文并不涉及求解非线性特

征值问题，避免了搜根的奇异性难题。本文将求

解四边简支附加多个集中质量的加筋矩形板的前

五阶固有频率，并与有限元仿真结果进行对比分

析，以说明本方法的有效性。

1 理论分析

本文的研究对象是一边长分别为 a，b，厚度为

h的加筋矩形薄板，将装载设备质量以集中质量

点的形式布置在板上。坐标系选取和加强筋的分

布如图 1所示。其中：横向加筋数为 imax ，间距为

b/(imax + 1) ；纵 向 加 筋 数 为 jmax ，间 距 为

a/( jmax + 1) ；黑点表示集中质量。

薄板弯曲自由振动满足

DpÑ
2Ñ2Wp + ρh

¶2Wp

¶t2
= 0 （1）

式 中 ：Ñ2 为 拉 普 拉 斯 算 子 ，Ñ2 = ¶2

¶x2
+ ¶2

¶y2
；

Dp =
Eh3

12( )1 - μ2
，为弯曲刚度；Wp为薄板挠度函数；

μ为板的泊松比。

等截面梁（筋）的自由弯曲振动微分方程为

EI
¶4W b

¶x4
+ ρ

¶2W b

¶t2
= 0 （2）

式中：E 为弹性模量；I 为截面惯量矩；ρ为梁单

位长度的质量；W b 为梁的挠度函数。

根据船舶结构的特点，不失一般性，假设加筋

板的边界为简支，则加强筋可看作两端简支梁，由

此，板的挠度、第 i 根横向筋条的挠度及第 j 根纵

向筋条的挠度可以分别表示为：
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式中：Wp 为板的挠度函数；W
( )i
b1 为横向加强筋的

挠度函数，W
( )j
b2 为纵向加强筋的挠度函数；Amn 为

图 1 加筋薄板模型

Fig.1 Model of the stiffened plate model
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板的幅值；B
( )i
s 为横向加强筋的幅值，C

( )j
t 为纵向

加强筋的幅值；m和 n为板振型沿坐标方向的半

波数。

加强筋与板组合应满足位移连续条件，在板

与加筋条结合处位移相同，故其满足变形协调

条件：

ì
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（4）

式中：D(i)

b1为板与第 i 根横向加强筋之间的变形余量；

D
( )j
b2 为板与第 j 根纵向加强筋之间的变形余量；

x
( )j
0 为第 j 根纵向加强筋的横坐标，x

( )j
0 =

ja
jmax + 1

；

y
( )i
0 为第 i 根横向加强筋的纵坐标，y

( )i
0 = ib

imax + 1
。

对本文研究对象而言，纵、横加强筋的边界条

件与板在该边上的边界条件一致，即梁的两端简

支。所以梁和板结合部的振型可以用梁的振型

表示：
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式中，S为截断项数。

将上式进行正交化处理，得
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对于纵横离散加筋板的弯曲振动能量方程，

引入的质量点与板间满足位移连续条件，因自由

振动质量点相对位移很小，故势能可忽略。加筋

板在自由振动时，板的能量泛函满足：

Πp = Vp - Tp
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其 中 ：Vp 和 Tp 分 别 为 结 构 的 势 能 和 动 能 ；

Dp =
Eh3

12( )1 - μ2
；h 为板厚；ω为圆频率。

梁的能量泛函满足：

Π
( )i
b1 =

1
2 (EI)

( )i
b1

æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

¶2W
( )i
b1

¶x2

2

dx - ω
2

2  ρ
( )i
b1S

( )i
b1 (W

( )i
b1 )2dx

Π
( )j
b2 =

1
2 (EI)

( )j
b2

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

¶2W
( )j
b2

¶y2

2

dy - ω
2

2  ρ
( )j
b2 S

( )j
b2 (W

( )j
b2 )2dy

Πm = - ω
2

2 åk = 1

K æ

è
çç

ö

ø
÷÷m′( )k

× å
m = 1

M

å
n = 1

N

Amn sin
æ
è
ç

ö
ø
÷

mπxk

a
sin

æ
è
ç

ö
ø
÷

nπyk

b

2

（8）
式中：S i

b1 ，S
j

b2 为梁的横截面积；m′( )k
为第 k 个质

量点的质量；K 为质量点的总数；M，N 为截断

项数。

将位移函数式（3）代入上式，利用三角函数的

积分正交性，可得
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（9）
引入拉格朗日乘子 λ ，将加筋板组合结构自

由振动分析问题处理成能量泛函变分问题。加筋

板的总能量泛函可以表示为

Π* =Πp + å
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式中：λb1 与 λb2 分别为横向加强筋和纵向加强筋

与矩形板组合的拉格朗日乘子，其可由相应加强

筋的振型表示：
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式中：λs 和 λ′t 分别为横向加强筋和纵向加强筋与

矩形板组合的拉格朗日乘子幅值。

将式（4）和式（5）以及式（11）代入式（10），根

据简支梁振型的正交性，将上式化简后可得
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（12）
根据最小势能原理，加筋板架结构能量泛函

的极值条件为：
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将式（7）、式（8）和式（12）代入上式求解可以

得到方程组，写成矩阵的形式为

{ }[ ]K -ω2[ ]M { }A = 0 （14）
因为幅值 Amn 不全为零，所以满足

det( )[ ]K -ω2[ ]M = 0 （15）
求解方程（15），可以求得一系列频率值，将频

率代入矩阵 [ ]C = [ ]K -ω2[ ]M 中，求解 [ ]C { }A = 0 ，

即可解得幅值 { }A ，归一化后，可得到该频率对应

的振型。

2 实际算例

根据本文方法编制程序，对四边简支附加集

中质量点的纵、横加筋矩形板的固有频率进行计

算，梁在板上的加筋方式如图 2所示。

假设板和加强筋的材料力学性能相同，数值

分析的参数值如表 1所示。

质量点参数取值如表 2所示。

在数值分析过程中选取截断项数M，N，S时，

要对函数的收敛性进行分析，故而在解析法计算

中选取不同的M，N，S对加筋板振动频率（单位：

Hz）进行对比分析，结果如表 3所示。

根据表 3中的数据对比可知，当M=N=S=6时，

函数就有较为良好的收敛性。故在运用解析法进

行计算时，可以选取截断项数M=N=S=6。
建立算例有限元模型进行仿真分析以验证结

果的准确性。附加多个集中质量的加筋矩形板的

有限元模型如图 3所示。

根据振型的关系，可以得出解析方法和有限

元模型计算的固有频率的对应关系，加筋板的固

有频率（单位：Hz）对比结果如表 4所示。表中，振

型（i，j）表示加筋板 x方向 i个半波，y方向 j个半

波，表征其振型。

由表 4的数据可知，运用该方法处理附加集

B

H
h

图 2 梁在板上加筋方式示意图

Fig.2 The layout of beam on the plate

阶数

1
2
3
4
5

M=N=S=3
4.242
9.852
13.138
16.961
20.189

M=N=S=4
4.242
9.852
13.138
16.961
20.189

M=N=S=5
4.242
9.852
13.138
16.961
20.184

M=N=S=6
4.242
9.852
13.137
16.917
20.184

M=N=S=7
4.240
9.845
13.105
16.917
20.114

表 3 不同M，N，S时加筋板振动频率对比表

Tab.3 The vibration frequency of the stiffened
plate with different M，N，S

图 3 加筋矩形板的有限元模型

Fig.3 The finite element model of the plate

阶数

1
2
3
4
5

本文结果

4.242
9.852
13.137
16.917
20.184

仿真结果

4.332
9.877
12.872
16.869
19.990

误差/%
2.10
0.25
-2.06
-0.28
-0.97

振型

（1,1）
（2,1）
（1,2）
（2,2）
（3,1）

表 4 能量法和仿真分析加筋板固有频率对比表

Tab.4 The comparison of natural frequency between the
energy method and the simulation analysis

（13）

表 1 加筋板参数取值表

Tab.1 The parameters of the stiffened plate

板

长度

a/m
10

宽度

b/m
8

厚度

h/m
0.05

梁

宽度

B/m
0.1

厚度

H/m
0.2

弹性模

量 E/Pa
2.1×1011

泊松比

μ

0.3

密度ρ

/ (kg·m-3)
7 850

表 2 质量点参数取值表

Tab.2 The parameters of the equipment

质量点 1
坐标

(x1y1) /m
（2.5 ，4）

质量 m1

/kg
100

质量点 2
坐标

(x2y2) /m
（6 ，6）

质量 m2

/kg
200

质量点 3
坐标

(x3y3) /m
（7.5 ，2）

质量 m3

/kg
400
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中质量的加筋板组合结构问题与有限元仿真分析

结果之间的误差很小，该方法的收敛性能好，具有

较高的有效性和精度。

3 结 论

本文所提出的方法也可用于求解其它边界条

件的附加多个集中质量加筋板的固有频率和振

型。根据本文方法的理论推导和算例结果对比分

析，可以得出以下结论：

1）通过引入拉格朗日乘子，将加筋板组合结

构的自由振动问题处理成能量泛函变分问题，对

于求解附加多个集中质量加筋板架组合结构的振

动问题，具有很好的适用性。

2）本文方法的收敛性较好，因为假定位移函

数均为板、梁的真实位移函数，则应用较少的模态

便可得出精确度较高的加筋板组合结构的固有频

率和振型。

3）以集中质量点的形式引入板上装载设备，

可处理任意位置加载设备加筋板的固有频率问

题，在方案设计阶段对于解决相关工程问题具有

较好的实用性，并且能量法与 FEM法结果的对比

分析说明了本文方法对于解决附加多个集中质量

加筋板自由振动问题的有效性和精确性。
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