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摘    要:［目的］旨在基于 Rayleigh-Ritz 法研究不同边界条件下含 T 型环肋及舱壁圆柱壳自由振动特性。

［方法］根据经典的 Love 壳体和薄板理论，建立圆柱壳以及舱壁的数学物理模型。采用欧拉−伯努利梁理

论，将 T 型环肋视为离散单元，通过其截面形心与壳体中面位移转角的关系，经坐标转换后建立其数学模

型。选取改进傅里叶级数作为位移惩罚函数，统一圆柱壳−板−T 型环肋的位移表达形式。引入惩罚函数，改

变相应的弹簧刚度模拟舱壁柱壳间的连续条件及两端的边界条件。通过能量泛函得到耦合结构振动控制方

程。［结果］通过与数值方法结果的对比，验证了所提方法的收敛性、准确性和可靠性。［结论］研究表

明，T 型环肋及舱壁数量、位置与耦合结构的自由振动特性关系密切，本文工作可对舰船工程设计及应用提

供参考。
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Rayleigh−Ritz method for free vibration characteristics of cylindrical shell with
T-sectione rings and bulkheads
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Wuhan Second Ship Design and Research Institute, Wuhan 430205 , China

Abstract: ［Objectives］This paper seeks to study the free vibration characteristics of a cylindrical shell with
T-shape  ring  stiffeners  and  bulkheads  under  different  boundary  conditions  based  on  the  Rayleigh−Ritz
method.［Methods］The classical Kirchhoff−Love shell theory and thin plate theory are used to establish a
mathematical and physical model of the cylindrical shell and bulkheads. Using the Euler−Bernoulli beam the-
ory, the T-shape ring stiffeners is regarded as a discrete element and the mathematical model is established by
coordinate  transformation  through  the  relationship  between  its  cross-section  centroid  and  the  displacement
angle of the mid-surface of the shell. Modified Fourier series are selected as displacement penalty functions to
integrate the displacement expression of the cylinder, plate, and T-shape ring stiffeners. The penalty functions
are introduced to change the spring stiffness to simulate the continuous conditions between the bulkhead shells
and the boundary conditions at both ends. The governing equations for the vibration of the coupled structure
are obtained by means of energy functions. ［Results］The convergence, accuracy, and reliability of the pro-
posed method are verified through a comparison with the numerical method results. ［Conclusion］This pa-
per shows that the number and position of the T-shape ring stiffeners and bulkheads are closely related to the
natural  vibration characteristics  of  the  coupled structure,  providing certain  references  for  engineering design
and applications.
Key words: cylindrical shell；vibration characteristics；T-shape ring stiffeners；bulkheads；Rayleigh-Ritz
method；improved Fourier series

 

收稿日期: 2024–05–27        修回日期: 2024–07–22
基金项目: 国防科技创新特区项目资助（23-TQ02-03-ZT-01-007）
作者简介: 张帅，男，1993 年生，博士，工程师。E-mail:609168930@qq.com

纪仁超，男，1991 年生，硕士，工程师。E-mail:1556470952@qq.com
*通信作者: 张帅 

中    国    舰    船    研    究
Chinese Journal of Ship Research

http:www.ship-research.com
http:www.ship-research.com
https://doi.org/10.19693/j.issn.1673-3185.03951
https://doi.org/10.19693/j.issn.1673-3185.03951
https://doi.org/10.19693/j.issn.1673-3185.03951


0    引　言

薄壳理论自从 19 世纪末由基尔霍夫−乐甫假

设建立至今，已百年有余。在此期间，经过大量

学者及工程师的研究、补充以及发展，各种板壳

理论已趋于稳定成熟 [1-4]。圆柱壳作为其中一种经

典且实用的结构，在船舶建造、航空航天、桥梁管

道等多种工程项目的设计制造中尤为常见。以船

舶建造为例，为了加强舱段结构的刚度而又不过

多地增加其质量，通常会给舱段结构增加环肋和

舱壁。舱壁一般可近似为开口板结构，T 型环肋

因其截面特性而具有强度高、稳定性好的优势，

常被用来加强舱段结构。圆柱壳和开口板以及

T 型环肋三者的结构耦合导致整个系统的振动机

理变得较为复杂，研究此类耦合结构的振动特性

对于船舶设计而言意义重大。目前，大部分有关

圆柱壳内部环肋的研究和计算方法都集中在矩形

截面环肋，而较少分析截面为 T 型的环肋，且鲜

有文献同时考虑 T 型环肋及舱壁对振动系统带

来的影响。因此，针对含 T 型环肋及舱壁圆柱壳

的自由振动问题，开展理论研究具有较为重要的

工程指导意义。

迄今，国内外已有不少关于环肋锥、柱壳振

动特性的研究。大体来说，分析环肋最常用的方

法是刚度均摊法和离散单元法，前者是把环肋的

刚度和质量平均分布到壳体表面来求解含环肋结

构的振动性能。Hoppmann[5]采用刚度均摊法研究

了正交加筋圆柱壳的振动特性，理论结果与试验

方法吻合较好，验证了计算方法的正确性。Lee 和

Kim[6] 将环肋纵筋当作结构的一部分，采用能量的

方法分析了正交环肋纵筋复合圆柱壳的自由振动

特性。李天匀等 [7-8] 等基于 Flügge 壳体理论，结合

波传播法和伽辽金法及刚度均摊法，分析了水下

圆锥壳及其环肋模型的临界载荷。由于刚度均摊

法仅适用于环肋均匀密集分布情况，因此在应用

时有一定的局限性。离散单元法最早由 Galletly[9]

提出，该方法可将环肋当作离散单元考虑，且能

够解决其任意分布的问题而得到较为广泛的应

用。Wang 等 [10] 通过离散单元法，将环肋等效为曲

梁结构，考虑了环肋的转动惯量，给出了环肋在

运动和位置变化下产生的动能势能表达式，分析

了圆柱壳加周向外环肋的自由振动特性。Tale-
bitooti 等 [11] 采用 Ritz 法计算了复合材料正交环肋

纵筋圆锥壳的自由振动特性，并给出了另一种简

化形式的离散环肋动能势能表达式。骆东平和赵

玉喜 [12] 通过离散单元法，讨论了环肋圆锥壳的边

界条件变化、环肋尺寸、间距，以及半锥角对其固

有频率的影响。

上述研究对象均为环肋锥壳或环肋柱壳且未

涉及舱壁。从现有文献来看，一般将舱壁看作开

孔板或者圆板来处理。张俊等[13] 基于 Rayleigh−Ritz
法，选用改进傅里叶级数作为位移函数，研究了

任意边界条件下典型形状的开口矩形薄板的自由

振动。Tso[14]采用波传播法研究了半无限长圆柱

壳与圆环板、圆板、无限大板连接处的波传播特

性。但上述文献均未讨论环肋所带来的效应。陈

美霞等 [15] 采用 Flügge 壳体理论，采用波动法构建

了加筋舱壁圆柱壳的结构模型，将环肋近似为圆

环板，分析了该结构模型的振动频响特性。然

而，波动法不易求解截面为 T 型的环肋，且研究

的结构采用了多种形式的位移函数，使得物理建

模和计算过程较为复杂。

本文主要工作是建立含 T 型环肋及舱壁圆柱

壳的理论振动模型，研究其在不同边界条件下的

自由振动特性，同时讨论二者的数量、分布对圆

柱壳振动的影响。首先，分别采用基于薄板理论

的圆环板模拟舱壁、基于欧拉−伯努利梁理论的

曲梁模拟 T 型环肋，以及基于 Love 壳体理论获得

圆柱壳的能量方程，选取改进傅里叶级数作为圆

柱壳、舱壁和环肋耦合系统的位移惩罚函数，统

一位移表达形式并减少刚度质量矩阵的计算维

度；接着，引入惩罚函数构建施加在圆柱壳和舱

壁连接处及柱壳两端边界的能量方程，通过改变

弹簧刚度系数模拟不同边界条件；最后，采用能

量变分原理推导得到梁−板−壳耦合系统振动方

程，对含 T 型环肋及舱壁圆柱壳不同参数进行计

算，并与有限元仿真结果进行对比，验证本文方

法的收敛性和准确性。 

1    理论分析
 

1.1    理论模型描述

本文研究的含 T 型环肋及舱壁的圆柱壳正视

图和右视图及 T 型环肋截面图分别如图 1～图 3
所示。图 1 中，圆柱壳柱坐标系 (x，θ， z)的起点建

立在柱壳最左端，其中：x，θ， z 分别表示圆柱壳的

轴向、周向和径向；hc 为壳体厚度；uc，vc（见图 2），
wc 分别为圆柱壳的轴向、周向和径向这 3 个方向

的位移；Rbh 为舱壁内径；R 为圆柱壳中面半径或

舱壁外径；hbh 为舱壁厚度；ubh，vbh（见图 2），wbh 分

别表示舱壁的径向、周向和横向位移；Lc 为圆柱

壳长度；dr 为环肋之间的间距。图 2 中：θ 的方向

为由图 1 右侧向左侧看顺时针方向，rbh 表示极坐
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标系下的一个方向。图 3 中，T 型环肋平行于 x 轴

翼板和垂直于 x 轴腹板的长宽分别为 br， t2 和 hr，

t1；ek 为偏心距。假设圆柱壳、舱壁、T 型环肋是

由各向同性且匀质等厚的同种材料构成，三者的

弹性模量、泊松比、密度分别为 E， μ， ρ。
  

θ

O

R

wc

uc
hc

Rbh
hbh

dr

Lc

舱壁

ubh

wbh

z

x

T 形环肋

图 1　含 T 型环肋及舱壁圆柱壳正面截面示意图

Fig. 1    Front  section view of cylindrical  shell  with T-section rings
and bulkheads

  
r

vc

θRbh

vbh

图 2　含 T 型环肋以及舱壁圆柱壳右侧截面示意图

Fig. 2    Right section view of cylindrical shell  with T-section rings
and bulkheads

  
br

hc

t1

t2

hr

ek

图 3　T 型环肋截面示意图

Fig. 3    Section view of a T-section ring
  

1.2    圆柱壳能量方程

根据基尔霍夫假设以及经典 Love 壳体理论 [2]，

可以得到圆柱壳线性应变与位移之间的方程：

εαc =
1
Ac

∂uc

∂αc
+

vc

AcBc

∂Ac

∂βc
+

wc

Rαc
(1)

εβc =
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+

1
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+
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)
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)
∂Ac
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(
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− 1
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∂wc
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)
∂Bc
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+

1
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− 1
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∂wc
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ταcβc =
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Bc

∂
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− 1
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∂wc

∂αc

Ac

+
Bc

Ac

∂

∂αc


vc

Rβc
− 1

Bc

∂wc

∂βc

Bc

+
1

Rαc

(
1
Bc

∂uc

∂βc
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∂Bc
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)
+

1
Rβc

(
1
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∂αc
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式（1）～式（6）中：αc 和 βc 表示圆柱壳的轴向和周

向；εαc 和 εβc 表示轴向和周向的线应变；εαc βc 表示

轴向和周向的切应变；kαc 和 kβc 表示轴向和周向

的曲率改变量；ταcβc 表示轴向和周向的扭率改变

量；Ac 和 Bc 为拉梅（Lamé）系数；Rαc 和 Rβc 为轴向

和周向的曲率半径。

由式（1）～式（6）可以得到圆柱壳的势能方程

和动能方程，依次如下：

Uc =
K
2

x
s

[
(εαc)2+

(
εβc

)2
+2µεαcεβc+

1−µ
2

(εαcβc)2

]
·

AcBcdS +
D
2

x
s

[
(kαc)2+

(
kβc

)2
+2µkαckβc+

1−µ
2

(ταcβc)2

]
AcBcdS

(7)

Tc =
ρhc

2

x
s

( ∂uc

∂t

)2

+

(
∂vc

∂t

)2

+

(
∂wc

∂t

)2AcBcdS (8)

式（７）～式（８）中：K=Ehc/(1−μ2)，为圆柱壳的薄

膜刚度；dS 为圆柱壳表面积分的微元面积；D=Ehc
3/

[12(1−μ2)]，为圆柱壳的弯曲刚度。 

1.3    圆环板能量方程

由经典的薄板理论 [1] 可以得到在极坐标系下

圆环板的弯曲形变能和动能分别如下：

Ubh =
D
2

w
A

{(
∂2wbh

∂r2
+

1
r
∂wbh

∂r
+

1
r2

∂2wbh

∂θ2

)2

−

2(1−µ)
{
∂2wbh

∂r2

(
1
r
∂wbh

∂r
+

1
r2

∂2wbh

∂θ2

)
−[

∂

∂r

(
1
r
∂wbh

∂θ

)]2}}
dA (9)
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Tbh =
1
2
ρhbh

w
A

( ∂ubh

∂t

)2

+

(
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)2

+

(
∂wbh
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式（9）～式（10）中：dA 为圆环板表面积分的微元

面积；r 为圆环板外内径之差。 

1.4    T 型环肋能量方程

参考 Galletly 将欧拉−伯努利梁理论应用在环

肋计算的方法 [9]，可以得到第 k 根离散 T 型环肋的

应变能和动能表达式，分别如下：

Urk =
1
2

w 2π

0

ErkIzrk

R+ ek

(
∂wrk

∂x
− 1

R+ ek

∂urk

∂θ2

)2

+

ErkIxrk
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+

Grk Jrk
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+

1
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Trk =
1
2
ρrk

2πw
0

{
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(
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+
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)2+
(Ixk + Izk)

(
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+ Ixk
1
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(
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∂θ ∂t

)2}
(R+ ek)dθ

(12)

第 k 根 T 型环肋形心处的 3 个位移以及 1 个

转角与连接处柱壳中面的相应物理量坐标转化关

系为 

urk = uc− ek
∂wc

∂x

vrk =

(
1+

ek

R

)
vc−

ek

R
∂wc

∂θ
wrk = wc

βrk = βc =
∂wc

∂x

(13)

以 T 型环肋翼板中心为原点建立直角坐标

系，取水平向右为 x 正方向，垂直向下为 y 正方

向，再根据材料力学相关知识，可以求出 T 型环

肋的相关参数。具体如下：

Ark = brt2+ (hr− t2)t1

Ixrk =
brt2

3

12
+brt2(yc− t2/2)2

Iyrk =
(hr− t2)t1

3

12
+ (hr− t2)t1(yc− t1/2− t2)2

Jxrk =
1
3

(brt2
3+ (hr− t2)t1

3)

yc =
brt2

2/2+ (hr− t2)t1[(hr− t2)/2+ t2]
brt2+ (hr− t2)t1

(14)

式（11）～式（14）中：urk，vrk，wrk，βrk，ρrk，Erk，Grk 分别

为第 k 根环肋的轴向位移、周向位移、径向位移、

转角、密度、杨氏模量和剪切模量；Ark，Ιxrk，Izrk，Jrk，

yc 分别为第 k 根环肋的截面面积、环肋关于 x 轴

的截面惯性矩、环肋关于 z 轴的截面惯性矩、环

肋横截面的扭转惯性矩和环肋形心的纵坐标。 

1.5    连接与边界处能量方程

本文引入惩罚函数法 [16] 来解决结构连接与边

界处的能量问题。采用 3 组平动弹簧和 1 组转动

弹簧来约束圆柱壳和舱壁连接处以及圆柱壳两端

边界处的位移和转角，并通过改变圆柱壳两端边

界处弹簧刚度模拟不同的边界条件，如图 4 所

示。图中：kbu0 ，kbv0 ，kbw0，kbθ0，kbul，kbvl，kbwl，kbθl 分别

表示 x=0，x=Lc 处约束位移和转角的弹簧刚度值；

kbhcu ，kbhcv ，kbhcw，kbhcθ 表示圆柱壳和舱壁连接处约

束位移 γ 和转角的弹簧刚度值。

 
 

边界

舱壁
vc
wc
uc

kbv0
kbw0

kbu0

kbhcv
kbhcw

kbhcu

kbv1
kbw1

kbu1

kbθ1

边界

kbhcθ

kbθ0

3组约束位移的平动线性弹簧和1组约束
转角的转动线性弹簧沿连接处的虚线线性分布

图 4　圆柱壳两端边界及圆柱壳和舱壁连接处边界模拟图

Fig. 4    Simulation diagrams of boundary conditions for cylindrical
shell ends and connections with bulkheads

 

储存在圆柱壳两端边界的弹簧势能为：

Vb0 =
1
2

w 2π

0

kbu0u2
c + kbv0v2

c + kbw0w2
c + kbθ0

∂wc

∂x

2∣∣∣∣∣∣
x=0

Rdθ

(15)

Vbl =
1
2

w 2π

0

kbuluc
2+ kbvlvc

2+ kbwlwc
2+ kbθl

∂wc

∂x

2∣∣∣∣∣∣
x=Lc

Rdθ

(16)

储存在圆柱壳与舱壁连接处的弹簧势能为：

Vbhc =
1
2

w 2π

0

{
kbhcu(ubh−wc)2+ kbhcv(vbh− vc)2+

kbhcw(wbh+uc)2+ kbhcθ

(
∂wbh

∂xbh
− ∂wc

∂xc

)2 }∣∣∣∣∣∣
xbh=R,xc=xLi

Rdθ

(17)
 

1.6    位移惩罚函数

本文选用改进傅里叶级数作为位移惩罚函

数，这是因为其本身具有优良的数学性质，能够

满足在求解域内三阶导数连续且四阶导数存在的

要求，还可以提高计算效率，这些均已在有关文

献中得到证明和应用 [13,17]。本文位移惩罚函数表
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达式具体如下：

ui(xi, θi, t) =
{ N∑

n=0

 M∑
m=0

Aimn cos(λmxi)+
4∑

l=1

ai lnξl(xi)

 ·
cos(nθi)+

N∑
n=1

 M∑
m=0

Ãimn cos(λmxi)+
4∑

l=1

ãi lnξl(xi)

 ·
sin(nθi)

}
ejωit (18)

vi(xi, θi, t) =
{ N∑

n=1

 M∑
m=0

Bimn cos(λmxi)+
4∑

l=1

bi lnξl(xi)

 ·
sin(nθi)+

N∑
n=0

 M∑
m=0

B̃imn cos(λmxi)+
4∑

l=1

b̃i lnξl(xi)

 ·
cos(nθi)

}
ejωit (19)

wi(xi, θi, t) =
{ N∑

n=0

 M∑
m=0

Cimn cos(λmxi)+
4∑

l=1

ci lnξl(xi)

 ·
cos(nθi)+

N∑
n=1

 M∑
m=0

C̃imn cos(λmxi)+
4∑

l=1

c̃i lnξl(xi)

 ·
sin(nθi)

}
ejωit (20)

其中，傅里叶展开项的系数向量可以写成：

qi =

[Aimn,ai ln, Ãimn, ãi ln,Bimn,bi ln, B̃imn, b̃i ln,Cimn,ci ln,C̃imn, c̃i ln]T

(21)

本文选用的４项辅助收敛函数如下：

ξl(xi) = sin(lπxi/Li)，0 < l < 5 (22)

式 （18）～式 （22）中： xi 为轴向点的坐标，下标 i
(i=c，bh) 表示圆柱壳和舱壁；  λm=mπ/Li ；m，n 分别

表示轴向波数和周向波数；j 为虚数单位；ω 为角

频率；t 为时间；M，N 表示截断项数；l 取自然数。

综合式（7）～式（17）可以得到含 T 型环肋舱

壁圆柱壳拉格朗日能量泛函 L 可表示为：

Π = (Uc−Tc)+ (Vb0+Vbl)
NR∑

nr=1

(
Unr

rk −T nr
rk

)
+

NB∑
nb=1

(
Unb

bh +Vnb
bh +Vnb

bhc

)
(23)

对能量泛函 Π偏导求驻值：

∂Π

∂q
= 0 (24)

最终，得到如下自由振动控制方程：

(Kco−ω2 Mco)q = 0 (25)

式（23）～式（25）中：Kco 为刚度矩阵；Mco 为质量

矩阵；q为待定傅里叶展开项系数；NR 为环肋总

数；NB 为舱壁总数。求解式（25）的特征值，可以

得到结构的固有频率。 

2    数值计算
 

2.1    方法收敛性分析

Ω = ωR
√
ρ(1−µ2)/E

Γt = ktR3/D

Γr = KrR/D

为验证本文方法的收敛性，以圆柱壳两端自

由边界为例，计算不含 T 型环肋和舱壁的圆柱壳

自由振动固有频率。几何材料参数如下：R=1 m，

Lc=3 m， hc=0.01 m，E=210 GPa，μ=0.3，ρ =7 800 kg/m3。

取无量纲频率 ，无量纲平动弹

簧刚度参数 ，无量纲转动弹簧刚度参

数 ，下标 t 表示 u0，ul，v0，vl，w0，wl 中任

一项，下标 r 表示 r0，rl 中的任一项，kt 和 Kr 分别表

示平动、转动弹簧刚度值（单位：N/m 和 N·m/rad）；
4 组弹簧刚度值及对应边界条件见表 1。表中：

F 表示自由边界，SD 表示软简支边界，S 表示硬

简支边界，C 表示固支边界。规定边界条件前后

符号分别表示 xc=0 及 xc=Lc 处边界。其中，xc 表示

舱壁板轴向坐标位置
 
 

表 1    弹簧刚度值及相应的各种边界条件

Table 1    Spring  stiffness  value  and  corresponding  boundary
conditions

边界条件
相应的弹簧刚度参数

Γu0 , Γul Γv0 , Γvl Γw0 , Γwl Γr0 , Γrl

F 0 0 0 0

SD 0 103 103 0

S 103 103 103 0

C 103 103 103 103

 

圆柱壳在轴向、周向、径向这３个方向的位

移均由多项正余弦函数累加而成，因此截断项

M，N 的选取会影响计算精度。分别改变 M，N，剔

除 F-F 边界条件下圆柱壳前 6 阶刚体模态值，得

到本文方法与有限元方法（FEM）圆柱壳自由振动

前８阶无量纲频率，如表 2 所示。其中，FEM 方

法中圆柱壳、舱壁由壳单元构建，T 型环肋由梁

单元构建，下文不再赘述。

如何选取等效于惩罚参数的弹簧刚度参数对

于本文计算结果的准确性至关重要，下面分析刚

度参数取值对圆柱壳基频的影响。假设柱壳处

xc=0 边界为固支，xc=Lc 处为弹性边界，分别单独

改变 xc=Lc 处３组平动弹簧 Γu，Γv，Γw 和 1 组转动

弹簧 Γr 的刚度参数，可以得到圆柱壳无量纲基频

与刚度参数的关系，如图 5 所示。
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分析表 2 数据可知，圆柱壳自由振动无量纲

频率随着截断数 M 的增大而逐渐趋于稳定，最终

收敛结果与 FEM 计算结果吻合较好。可见，当

M=10 和 N=8 时已满足计算精度的要求，因此后

文计算截断数取上述值。对比图 5 中 4 种弹性约

束边界可以看出，刚度参数 Γv 对结构基频的影响

最大，Γr 对结构基频影响最小。另外，弹簧刚度

值 Γ仅在 10−5
～10−1 区间范围内对柱壳基频影响

明显。若该刚度值大于上述范围，可近似认为刚

性约束，故本文无量纲弹簧刚度参数取 103 为刚

性约束值，M=10 和 N=8 满足本文要求。 

2.2    T 型环肋对圆柱壳作用的参数化分析

本节采用上文所提方法，从 T 型环肋数量、

空间分布这两个方面讨论二者对圆柱壳结构振动

的影响。为此，简化研究对象并设定为 4 种模

型。其中：模型 a 表示不含环肋圆柱壳；模型 b 表

示环肋等间距分布圆柱壳，NR=10， dr=0.3 m；模型 c
表示环肋等间距分布圆柱壳，NR=8，dr=0.4 m；模

型 d 表示环肋非等间距分布圆柱壳，NR=8，dr 是

一等差数列且首项公差为 0.1 m。上述模型的环

肋起点位置 xr=0.1 m。环肋参数如下：br=0.02 m，

t2=0.006  m， hr=0.01  m， t1=0.004  m， Erk=210  GPa，
μrk=0.3，  ρrk=7 800 kg/m3。本文模型所取 T 型环肋

均为内环肋，故偏心率 ek 取正值。

首先，验证本文方法计算环肋的准确性和可

靠性。经 FEM 和本文方法的计算，下面给出了

在 3 种经典边界条件下模型 a～模型  d 在自由振

动 8 阶无量纲固有频率，如表 3～表 6 所示。

对比表 3～表 6 可以看出，3 种经典边界条件

下本文方法求得的无量纲频率与 FEM 结果基本

一致，表明了本文方法的准确性。

接着，分析上述表中的数据，将 S-C 边界条件

下 4 种模型前 8 阶模态绘制成曲线 ，如图 6 所

示。通过对比发现，即使环肋数量小幅增加也会

导致同阶固有频率变大，这是因为 T 型环肋增大

了整体结构的刚度，由式（25）也可知结构固有频

率也会随之增大。另外，由上述表格数据可得：

在 S-S 和 C-C 边界条件下结构固有频率几乎相

等，这是因为转动弹簧限制的转角对结构振动贡

献较小；与上述两种情况相比，SD-SD 边界条件

下的同阶固有频率明显减小，这表明在同阶模态

下轴向、周向弹簧限制的位移或转角对结构振动

效应影响较大。

然后，使用该方法讨论 S-C 边界条件下模型

a、模型 b、模型 c 和模型 d 每个周向波数下的首

阶和二阶无量纲固有频率与周向波数之间的曲线

关系，如图 7 和图 8 所示。

由图 7 和图 8 可看出：随着周向波数的增加，

圆柱壳结构首阶和二阶无量纲固有频率均呈现先

减小后增大的趋势。具体而言，当周向波数较小

 

表 2    F-F 边界条件下不含环肋舱壁圆柱壳自由振动前 8 阶无量纲固有频率

Table 2    The first  eight order dimensionless natural  frequencies of  free vibration for cylindrical  shell  without rings and bulk-
heads under F-F boundary condition

边界条件 模态阶数

无量纲固有频率

FEMM × N

6×8 7×8 8×8 9×8 10×8

F-F

1 0.007 73 0.007 73 0.007 73 0.007 73 0.007 73 0.007 73

2 0.009 07 0.009 06 0.009 06 0.009 05 0.009 05 0.009 05

3 0.021 87 0.021 87 0.021 86 0.021 86 0.021 86 0.021 86

4 0.023 85 0.023 82 0.023 82 0.023 80 0.023 80 0.023 79

5 0.041 93 0.041 93 0.041 91 0.041 91 0.041 91 0.041 91

6 0.044 18 0.044 12 0.044 12 0.044 09 0.044 09 0.044 09

7 0.067 80 0.067 80 0.067 78 0.067 78 0.067 77 0.067 82

8 0.070 19 0.070 09 0.070 09 0.070 04 0.070 04 0.070 06
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图 5　圆柱壳基频随 4 组弹簧刚度参数变化曲线

Fig. 5    Variation in fundamental frequency of cylindrical shell with
four sets of spring stiffness parameters
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时，环肋对柱壳首阶和二阶固有频率影响较小，

甚至出现了增加环肋反而使固有频率减小的现

象，这是因为当周向波数 n=1 时，环肋的质量效

应大于刚度效应，导致固有频率略有降低；当周

向波数较大时，T 型环肋对圆柱壳固有频率影响

逐步显现，这进一步表明 T 型环肋对于提高圆柱

壳的中、高频固有频率效果较明显。此结论可为

工程应用提供一定参考价值。 

 

表 3    3 种经典边界条件下模型 a 自由振动前 8 阶无量纲固有频率

Table 3    The first eight order dimensionless natural frequencies of free vibration for model a under three boundary conditions

模态阶数

边界条件

S-S SD-SD C-C

本文方法 FEM 本文方法 FEM 本文方法 FEM

1 0.103 17 0.103 24 0.074 26 0.074 29 0.103 99 0.103 98

2 0.114 27 0.114 32 0.081 00 0.081 05 0.115 41 0.115 33

3 0.116 94 0.117 05 0.100 79 0.100 81 0.117 45 0.117 52

4 0.146 85 0.147 05 0.106 34 0.106 44 0.147 18 0.147 35

5 0.157 09 0.157 13 0.141 71 0.141 91 0.158 40 0.158 28

6 0.173 66 0.173 84 0.151 31 0.151 43 0.176 03 0.175 92

7 0.182 73 0.182 95 0.160 57 0.160 67 0.184 55 0.184 58

8 0.186 91 0.187 25 0.168 27 0.168 46 0.187 15 0.187 48

 

表 4    3 种经典边界条件下模型 b 自由振动前 8 阶无量纲固有频率

Table 4    The first eight order dimensionless natural frequencies of free vibration for model b under three boundary conditions

模态阶数

边界条件

S-S SD-SD C-C

本文方法 FEM 本文方法 FEM 本文方法 FEM

1 0.122 51 0.121 88 0.090 02 0.089 10 0.123 52 0.122 78

2 0.130 41 0.128 80 0.102 66 0.102 38 0.131 05 0.129 38

3 0.155 09 0.154 94 0.115 49 0.113 60 0.156 33 0.156 03

4 0.166 66 0.163 63 0.160 27 0.157 08 0.167 03 0.163 97

5 0.202 57 0.201 60 0.177 62 0.177 00 0.205 11 0.203 79

6 0.208 40 0.206 03 0.178 26 0.177 52 0.210 34 0.207 75

7 0.219 92 0.214 83 0.192 71 0.189 99 0.220 16 0.215 05

8 0.236 14 0.235 88 0.207 06 0.206 66 0.238 61 0.238 24

 

表 5    3 种经典边界条件下模型 c 自由振动前 8 阶无量纲固有频率

Table 5    The first eight order dimensionless natural frequencies of free vibration for model c under three boundary conditions

模态阶数

边界条件

S-S SD-SD C-C

本文方法 FEM 本文方法 FEM 本文方法 FEM

1 0.120 68 0.120 11 0.086 61 0.085 76 0.121 73 0.121 05

2 0.124 65 0.123 19 0.102 25 0.101 99 0.125 33 0.123 81

3 0.155 61 0.153 80 0.108 43 0.106 71 0.156 86 0.154 17

4 0.156 55 0.155 47 0.149 45 0.146 54 0.156 95 0.156 56

5 0.199 81 0.198 79 0.174 26 0.173 19 0.202 47 0.200 64

6 0.200 87 0.198 97 0.178 65 0.178 57 0.202 96 0.200 82

7 0.205 29 0.200 57 0.183 76 0.181 38 0.205 56 0.201 26

8 0.231 62 0.227 46 0.201 95 0.197 14 0.233 14 0.228 85
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2.3    舱壁对圆柱壳作用的参数化分析

本节着重讨论舱壁数量及位置给圆柱壳振动

带来的影响。为此，将研究对象设定为 3 种模

型。其中：模型 e表示含 1 个舱壁的圆柱壳且舱

壁在 xc=1.5 m 处；模型 f 表示含 2 个舱壁的圆柱壳

且舱壁分别在 xc=0.75 m 和 xc=2.25 m处；模型 g 表

示含 1 个舱壁的圆柱壳且舱壁在 xc=0.75 m 处。

舱壁的参数为：R=1 m，Rbh=0.2 m，hbh=0.02 m，

Ebh=210 GPa，μbh=0.3， ρbh=7 800 kg/m3。

参照前文所述计算方法，这里给出了 S-C 边

界条件下模型 e、模型 f 和模型 g 前 8 阶无量纲固

有频率与 FEM 方法的结果对比，如表 7 所示。

由分析表 7 中的数据可知：在 S-C 边界条件

和本文方法及 FEM 方法下，模型 e、模型 f、模型 g
前 8 阶无量纲固有频率具有较好的一致性，表明

了本文理论模型和方法的准确性。通过对比上

述 3 个模型的结果可以发现：

1） 本文方法模型 f 前 8 阶 中 0.047 83，0.099 45，
0.099 49，0.166 42，0.166 47 均为 2 个舱壁板的局

部模态，模型 g 前 8 阶 中 0.047 90，0.099 55，0.166 54
均为一个舱壁板的局部模态，出现在舱壁处的局

部模态随舱壁数量的增加而增多；

2）  圆柱壳周向波数为 6 时，对应模型 f 中的

 

表 6    3 种经典边界条件下模型 d 自由振动前 8 阶无量纲固有频率

Table 6    The first eight order dimensionless natural frequencies of free vibration for model d under three boundary conditions

模态阶数

边界条件

S-S SD-SD C-C

本文方法 FEM 本文方法 FEM 本文方法 FEM

1 0.119 38 0.118 98 0.084 48 0.083 83 0.120 43 0.119 92

2 0.120 56 0.119 45 0.101 97 0.101 78 0.121 23 0.120 08

3 0.148 88 0.146 80 0.103 72 0.102 39 0.149 29 0.147 18

4 0.155 85 0.155 77 0.141 12 0.138 96 0.157 10 0.156 87

5 0.192 70 0.189 29 0.172 96 0.172 13 0.193 09 0.189 63

6 0.197 57 0.195 95 0.179 21 0.178 92 0.199 58 0.197 75

7 0.198 56 0.197 95 0.180 88 0.179 15 0.201 18 0.200 26

8 0.225 33 0.222 10 0.187 78 0.184 54 0.226 80 0.223 43
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Fig. 6    Comparison  of  non-dimensional  natural  frequency  for  four
models under S-S boundary condition
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Fig. 7    Variation of the first-order dimensionless natural frequency
with circumferential wave number for four models under S-C
boundary condition
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无量纲频率为 0.177 13，模型 g 中为 0.133 60；圆柱

壳周向波数为 7 时，对应模型 f 中的无量纲频率

为 0.186 72，模型 g 中为 0.157 00；圆柱壳周向波数

为 5 时，对应模型 f 中的无量纲频率为 0.191 24，
模型 g 中为 0.130 24。由此说明，只考虑舱壁对圆

柱壳的影响，舱壁数量越多，圆柱壳−舱壁耦合结

构的固有频率会越大，这是因为舱壁的存在使得每

段圆柱壳的长度减小，增大了式（25）中的刚度矩阵；

3）  分析模型 e 和模型 g 的数据，舱壁所在位

置对圆柱壳固有频率影响较大。在舱壁数量相同

的情况下，位于中间的舱壁对结构整体均摊刚度

的提升贡献大于其他位置。

为进一步分析 T 型环肋和舱壁同时对圆柱壳

振动特性的影响，首先设定一种新的分析模型 h，
该模型为含环肋舱壁的圆柱壳，其 T 型环肋分布

与模型 c 相同，舱壁分布与模型 e 相同。然后，采

用本文方法分析讨论 S-C 边界条件下模型 a、模

型 c、模型 e 和模型 h 的前 8 阶无量纲固有频率，

结果如图 9 所示。

由图 9 可得：T 型环肋及舱壁可以明显增大

圆柱壳固有频率。对比模型 a 和模型 e 可知：模

态阶数为 1 和 2 时，圆柱壳内部舱壁出现局部模

态，此时耦合结构固有频率模型 a 大于模型 c；随
着模态增大，模型 c 的圆柱壳弯曲模态出现，此时

对应的固有频率要大于同阶模型 a，这是因为舱

壁增大了结构的刚度。对比模型 e 和模型 h，前
3 阶均为舱壁的局部模态，因此二者几乎相同，随

着模态阶数的增大，T 型环肋带来的刚度增加便

明显体现出来，表现为固有频率显著增大。 

3    结　论

本文提出了一种半解析方法来研究一般边界

条件下含 T 型环肋及舱壁的圆柱壳自由振特

性。首先，建立圆柱壳、舱壁和 T 型环肋的数学

物理模型，采用改进傅里叶级数作为梁−板−壳耦

合结构的位移方程，形式简洁统一；其次，引入惩

罚函数法表示结构边界和结构连接处存储的势

能；然后，通过能量泛函得到圆柱壳固有频率；最

后，对含 T 型环肋及舱壁的圆柱壳不同参数进行

计算，并与 FEM 方法所得结果对比，验证了本文方法

的收敛性和准确性。经分析所得结论总结如下：

1）  经过对本文所提方法的收敛性和准确性

分析，并与 FEM 方法所得结果的多次对比，表明

两种方法结果基本一致，本文方法准确可行。

2） T 型环肋可显著改变圆柱壳的自由振动特

性。即使小幅度增加 T 型环肋数量，也会导致同

阶圆柱壳固有频率变大。T 型环肋数量相同时，

等间距分布带来的结构刚度增强效应大于非等间

距分布，固有频率会更大。

 

表 7    S-C 边界条件下模型 e、模 型 f、模 型 g 自由振动前 8 阶无量纲固有频率对比

Table 7    Comparison of the first eight order dimensionless natural frequencies of free vibration for model e , f and g under S-C
boundary condition

模态阶数

边界条件

模型e 模型f 模型g

本文方法 FEM 本文方法 FEM 本文方法 FEM

1 0.047 83 0.047 74 0.047 83 0.047 74 0.047 90 0.047 75

2 0.099 44 0.099 08 0.099 45 0.099 07 0.099 55 0.099 10

3 0.166 41 0.165 98 0.099 49 0.099 12 0.130 24 0.130 28

4 0.177 03 0.177 18 0.166 42 0.165 98 0.133 60 0.133 69

5 0.185 93 0.186 12 0.166 47 0.166 03 0.153 63 0.153 63

6 0.193 30 0.193 44 0.177 13 0.177 26 0.157 00 0.157 18

7 0.198 91 0.199 11 0.186 72 0.186 90 0.166 54 0.166 01

8 0.201 57 0.201 83 0.191 24 0.191 35 0.193 66 0.193 98
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Fig. 9    Histogram of the first eight order dimensionless natural fre-
quencies  and  modal  numbers  of  four  models  under  S-C
boundary condition
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3） 增加圆柱壳内部的舱壁板后，耦合结构振

动模态会变复杂，即出现舱壁板的局部模态。舱

壁板的位置和数量均会影响圆柱壳的振动，当变

量仅为舱壁时，增加舱壁板数量，圆柱壳结构刚

度增大，整体结构的弯曲模态固有频率会相应增

大。位于圆柱壳中间的舱壁对结构整体均摊刚度

的提升贡献最大。
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